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هلیم رد یلوط جاوما راشتنا
< هلیم تارذ ییاجباج ،دوشیم رشنم یاهلیم لوط رد یلوط جوم یگتفشآ هک یماگنه 

.تسا نآ روحم تازاوم هب
ار روحم رب یدومع عطقم حطس ره ،دشاب کچوک نآ لوط هب تبسن هلیم یضرع داعبا رگا  >

تفرگ یکرحتم دحاو ناوتیم
دادتما رد هلیم طاقن یئاجباج یکدنا بس اههیلا طاسبنا و مکارت ،هلیم رد یلوط جاوما راشتنا  >

.درک رظنهفرص اههیلا یبناج تاکرح زا ناوتیم دشاب کزان هلیم رگا یلو .دوشیم یضرع

ℓs

ξ

ξ = ξ(x, y, z)

ξ = ξ(x, y, z, t)

.تسا هتفرگ رارق یلوط یورین ریثات تحت هک میریگیم رظن رد    عطقم و    لوط هب یاهلیم  >

ار     نآ رادقم هک ددرگیم هلیم روحم دادتما رد هلیم تارذ ناکم رییغت ثعاب ورین نیا ریثات  >

.درک ضرف ناسکی روحم ردومع عطقم حطس کی رد عقاو طاقن همه یارب ناوتیم
،دشاب تباث رثوم یاهورین رگا  >

،دشاب ریغتم رثوم یاهورین رگا  >

 z y  و < هب تارذ ناکم رییغت ،دشاب کچوک هلیم لوط هب تبسن هلیم عطقم حطس رگا ا

.درادن یگتسب
ξ = ξ(x, t)
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ξ + dξ = ξ +

�
∂ξ

∂x

�
dx

یلوط نیرتسا
.میریگیم رظن رد  x+dx x  و dx  عطقم حطس ود نیب < لوطب یاهیلا 

،دنوش تسار فرط هب  xi x  هزادنا هب < رد عقاو عطقم حطس ناکم رییغت ثعاب رثوم یاهورین رگا 

دهاوخ تسار فرط هب  xi+dxi x+dx  هزادنا هب  رد عطقم حطس ناکم رییغت یلوط جوم لاقتنا رثا رد
دوب

تشون ریز تروصب ناوتیم ار  x + dx dx  رد ناکم رییغت تسا کچوک < نوچ 

ξ∂هک

∂x

f = f(x, t)

یلوط جوم هلداعم
.دوشیم رادیدپ نآ رد کیتسلاا یاهورین هلیم طاسبنا ماگنه  >

.تسا هلیم یضرع یاهعطقم رب دومع اهورین نیا دادتما  >

.تسا رگیدکی هب هلیم یاههیلا لاصتا ثعاب اهورین نیا  >

داد شیامن ریز تروصب ناوتیم ار اهورین نیا دنیارب  >

بیترت نیا هب .میریگیم رظن رد  )compression( f   مکارت هدنیامن ار < تبثم رادقم دادرارق رب انب 

میریگیم رظن رد   )tension( f  شنت هدنیامن ار  یفنم رادقم 

یلوط نیرتسا  =

.تسا دعب نودب نیرتسا
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f

s
s

سرتسا  =

Y

f/s

∂ξ/∂x
= −Y

f = −sY
∂ξ

∂x

df = f(x, t)− f(x+ dx, t) = f(x, t)−
�
f(x, t) +

∂f

∂x
dx

�

f = −sY (∂ξ/∂x)

df = sY
∂2ξ

∂x2
dx

ρρsdx

سرتسا
دوشیم فیرعت ریز تروصب هلیم رد سرتسا  >

                 

.دراد راشف داعبا سرتسا  .تسا هلیم روحم رب دومع عطقم حطس    هک
دوشیم فیرعت ریز تروصب نیرتسا و سرتسا نیب کوه وناق  >

.دوشیم هدیمان  )Young's modulus(  گنای لودم    هک
< ندوب تبثم ببس یفنم تملاع ،تسا هارمه یفنم نیرتسا اب تبثم سرتسا نوچ 

دوشیم گنای لودم
هلیم یلوط ینورد یاهورین  >

x+dx  تهج رد x  عطقم رب دراو یورین ،دشاب f(x,t) عطقم رب دراو یلخاد یورین < رگا 

.دوب دهاوخ  f(x+dx,t)  ربارب فلاخم
 dx < یهیلا ارب دراو یورین دنیارب 

دیآیم تسدب   xi df  بسح رب < ،                                  هطبار زا هدافتسا اب 

.دوشیم           ربارب  dx < هیلا مرج ،مینک ضرف     ار هلیم یمجح یلاگچ رگا 

دوشیم هداد ریز تروصب  dx < هیلا یارب نتوین مود نوناق 

dm
∂2ξ

∂t2
= df : ρsdx

�
∂2ξ

∂t2

�
= sY

∂2ξ

∂x2
dx
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ρ
∂2ξ

∂t2
= Y

∂2ξ

∂x2

∂2ξ

∂t2
= c2

∂2ξ

∂x2
, c =

s
Y

ρ

یلوط جوم هلداعم

.تسا هلیم رد یلوط جوم راشتنا تعرس  c   هک
تسا ریز تروصب جوم هلداعم یمومع لح 

.تسا هدنورسپ جوم هلداعم  g_2 g_1  و تسا هدنورشیپ جوم هلداعم  هک

دوشیم هداد ریز تروصب یلوط جوم هلداعم طلتخم مرف

ξ(x = 0, t) = ξ(x = ℓ, t) = 0

ξ(x = 0, t) = 0 : A+B = 0 ⇒ B = −A

ξ(x, t) = g1(ct− x) + g2(ct+ x)

ξ(x, t) = Aei(ωt−kx) +Bei(ωt+kx)

ξ(x, t) = A(e−ikx − eikx)eiωt = −2iA sin kxeiωt

x = 0 x = ℓ

هداس یزرم طیارش یسررب

مینک ضرف تباث فرط ود رد ار هلیم رگا  >
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Re[−2iAne
iωt] = an cosωnt+ bn sinωnt

رگا
ξn(x, t) = −2iAn sin knxe

iωnt , ωn = ckn

ξn(x, t) = sin knx(an cosωnt+ bn sinωnt)

نیاربانب

ξ(x, t) =
∞X

n=1

sin knx(an cosωnt+ bn sinωnt)

ξ(x = ℓ, t) = 0 : sin kℓ = 0

knℓ = nπ, n = 1, 2, 3, · · ·

anbn

کینومراه یاهلح عومجم

.دنوشیم نییعت هیلوا طیارش لامعا اب      و      هک

x = 0 x = ℓ

مینک ضرف دازآ فرط ود رد ار هلیم رگا  >

(∂ξ/∂x)(x = 0, t) = (∂ξ/∂x)(x = ℓ, t) = 0

f = −sY (∂ξ/∂x) .تسا رفص ربارب                           یکیتسلاا یورین هطقن نآ رد ،مینک ضرف دازآ اهتنا کی رد ار هلیم هاگره

(∂ξ/∂x)(x = 0, t) = 0 : A−B = 0 ⇒ B = A

ξ(x, t) = A(e−ikx + eikx)eiωt = 2A cos kxeiωt
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رگا

نیاربانب

anbn

کینومراه یاهلح عومجم

.دنوشیم نییعت هیلوا طیارش لامعا اب      و      هک

f = −sY (∂ξ/∂x) .تسا رفص ربارب                           یکیتسلاا یورین هطقن نآ رد ،مینک ضرف دازآ اهتنا کی رد ار هلیم هاگره

ξn(x, t) = 2An cos knxe
iωnt , ωn = ckn

Re[2Ane
iωt] = an cosωnt+ bn sinωnt

ξn(x, t) = cos knx(an cosωnt+ bn sinωnt)

ξ(x, t) =
∞X

n=1

cos knx(an cosωnt+ bn sinωnt)

(∂ξ/∂x)(x = ℓ, t) = 0 : sin kℓ = 0

knℓ = nπ, n = 1, 2, 3, · · ·

x = ℓx = 0

ξ(x = 0, t) = (∂ξ/∂x)(x = ℓ, t) = 0

مینک ضرف دازآ رگید فرط رد و تباث فرط کی رد ار هلیم رگا  >

ξ(x = 0, t) = 0 : A+B = 0 ⇒ B = −A

ξ(x, t) = A(e−ikx − eikx)eiωt = −2iA sin kxeiωt
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Re[−2iAne
iωt] = an cosωnt+ bn sinωnt

رگا
ξn(x, t) = −2iAn sin knxe

iωnt , ωn = ckn

ξn(x, t) = sin knx(an cosωnt+ bn sinωnt)

نیاربانب

ξ(x, t) =
∞X

n=1

sin knx(an cosωnt+ bn sinωnt)

anbn

کینومراه یاهلح عومجم

.دنوشیم نییعت هیلوا طیارش لامعا اب      و      هک

f = −sY (∂ξ/∂x) .تسا رفص ربارب                           یکیتسلاا یورین هطقن نآ رد ،مینک ضرف دازآ اهتنا کی رد ار هلیم هاگره

(∂ξ/∂x)(x = 0, t) = 0 : A−B = 0 ⇒ B = A

ξ(x, t) = A(e−ikx + eikx)eiωt = 2A cos kxeiωt

(∂ξ/∂x)(x = ℓ, t) = 0 : cos kℓ = 0

knℓ = (2n− 1)
π

2
, n = 1, 2, 3, · · ·

x = 0 x = ℓ

میاهدرک ضرف  m < مرج اب هدشراب رگید فرط رد  و دازآ فرط کی ار هلیم 

(∂ξ/∂x)(x = 0, t) = 0

m



f(x = ℓ, t) = m

�
∂2ξ

∂t2

�

(x=ℓ,t)

.تسا دازآ لاماک هن و دوشیم هتشاذگ دیق رد مکحم هن هلیم یاهتنا ،یلمع یاهدربراک زا یرایسب رد
.دوشیم لصو نآ هب تسا هدش میظنت مرج عون زا رتشیب هک یکیناکم سنادپما یعون هکلب
دنیوگیم هدشراب هلیم ار تاح نیا

دوشیم هداد ریز یهطبار اب   x=L  رد یزرم طرش

  m  مرج باتش ثعاب تسار تمس رد هلیم تبثم مکارت هک دهدیم ناشن لااب هطبار
دوشیم تسار فرط هب

  m  مرج باتش ثعاب تسار تمس رد هلیم تبثم مکارت هک دهدیم ناشن لااب هطبار
دوشیم تسار فرط هب

m m  مرج باتش ثعاب یمکارت تبثم یورین ،دشاب لصتم هلیم پچ یاهتنا هب  مرج رگا
،دوشیم پچ تمس هب 

−f(x = 0, t) = m

�
∂2ξ

∂t2

�

(x=0,t)

f(x = ℓ, t) = m

�
∂2ξ

∂t2

�

(x=ℓ,t)

ξ(x, t) = 2A cos kxeiωt

f(x = ℓ, t) = −sY

�
∂ξ

∂x

�

(x=ℓ,t)

= 2kAsY sin kℓeiωt

�
∂2ξ

∂t2

�

(x=ℓ,t)

= −2ω2A cos kℓeiωt

2kAsY sin kℓeiωt = −2mω2A cos kℓeiωt

tan kℓ = −ωmc

sY
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ω = ck , tan kℓ = −kmc2

sY
= −kℓ

mc2

sY ℓ

c =

s
Y

ρ
, tan kℓ = −kℓ

mc2

c2ρsℓ
= −kℓ

m

ρsℓ

mb = ρsℓ , tan kℓ = −kℓ
m

mb

tan kℓ

kℓ
= − m

mb

m:صاخ تلاح = mb

kℓ = 2.03, 4.91, 7.98, · · ·

k1ℓ = 2.03 ⇒ k1 =
2.03

ℓ
, ω1 = 2.03

c

ℓ
لوا دم:

ξn(x, t) = cos knx(an cosωnt+ bn sinωnt)

cos k1ℓ = −0.44 < 0

kl = π/2 < k1ℓ : cos kℓ = 0 : node

y(x, t)
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xرد هدش رادراب هلیم یکیناکم سنادپما = ℓ

ξ(x, t) = 2A cos kxeiωt

f(x = ℓ, t) = m

�
∂2ξ

∂t2

�

(x=ℓ,t)

= −2mω2A cos kℓeiωt

�
∂ξ

∂t

�

(x=ℓ,t)

= 2iωA cos kℓeiωt

f(x = ℓ, t) = Zℓ

�
∂ξ

∂t

�

(x=ℓ,t)

−2mω2A cos kℓeiωt = Zℓ2iωA cos kℓeiωt

Zℓ = imω

−mω2 = Zℓiω

xرد هدش رادراب هلیم یکیناکم سنادپما = 0

f(x = 0, t) = −m

�
∂2ξ

∂t2

�

(x=0,t)

= 2mω2Aeiωt

�
∂ξ

∂t

�

(x=0,t)

= 2iωAeiωt

f(x = 0, t) = Z0

�
∂ξ

∂t

�

(x=0,t)

mω2Aeiωt = Z0iωAeiωt

mω2 = Z0iω

Z0 = −imω
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هلیم یضرع یاهشاعترا

تخاونکی هلیم رد یشمخ یاهنیرتسا

ℓS

.دنراد یلوط شاعترا تیلباق زین و یضرع شاعترا تیلباق اههلیم  >

.دوشیم یرگید دیلوت ببس اهنآ زا یکی داجیا ،یشمخ و یلوط یاهنیرتسا نیب طابترا لیلدب  >

< هلیم روحم زا فارحنا یکدنا ،دنکیم دروخرب یاهلیم رس کی هب هک یشکچ یهبرض رگا لاثم یارب 

.دوشیم هلیم یضرع اهشاعترا تیاهن و نوگانوگ طاقن یشاعترا نراقت مدع ببس ،دشاب هتشاد
.درادن دوجو رات و هلیم یضرع تاشاعترا نیب یصخشم تواقت  >

< نآ رد رات یتخس و دنوشیم رادیدپ ششک ریثات تحت رتشیب هدننادرگزاب یورین اهرات رد 

.تسا رتمک
.دنکیم لمع یتخس و ششک ینعی ود ره ریثات تحت هدننادرگزاب یورین اههلیم رد   >

 

.میریگیم رظن رد    تباث عطقم و    لوط هب یاهلیم  >

.دراد دوجو یاهنیرق ،درذگیم هلیم روحم زا هک یمئاق هحفص رد هطقن ره یارب  >

.دوشیم طسبنم نآ یلااب تمسق و مکارتم نآ نییاپ تمسق ،مینک مخ یکدنا یمک ار هلیم هک یماگنه  >

دنانیم اثنخ روحم ارنآ هک دنکیم رییغت نآ لوط هک دراد وجو یتمسق ،لااب و نییاپ تمسق نیب  >

< .تسا قبطنم هلیم یزکرم روحم رب اثنخ روحم ،دشاب هنیرق یقفا یهحفص هب تبسن هلیم عطقم رگا 

δx = (∂ξ/∂x)dx

dx

R

r

df = −Y dS
∂ξ

∂x
= −Y dS

δx

dx

df

< لوط هب هلیم زا یاهعطق 

.دنکیم صخشم ار اثنخ روحم شمخ عاعش    هک >

< اثنخ روحم زا    هلصاف هب هک  هدروخ روشاه یهیحان 

 هزادنا هب شمخ رثا رب ،دراد رارق

.دراد لوط شیازفا
تروصب     یلوط یورین  >

.دوشیم هداد
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δx > 0 ⇒ df < 0 :

δx < 0 ⇒ df > 0 :

ششک یورین

مکارت یورین

dx = Rdα

dx+ δx = (R+ r)dα

dα dα =
dx

R
=

dx+ δx

R+ r

هریاد سوق فیرعت زا

δx

dx
=

r

R

df = −Y dS
δx

dx
= −Y

R
rdS

اثنخ روحم

دوشیم هداد ریز تروصب یلوط یورین نیاربانب 

f =

Z
df = 0

M =

Z
rdf = −Y

R

Z
r2dS

تسا رفص ربارب هلیم زا عطقم حطس ره رد یلوط دنیآرب یورین  >

هلیم رد  یشمخ رواتشگ  >

S

K2 =
1

S

Z
r2dS

 عطقم نویساریژ عاعش فیرعت
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دوشیم هداد ریز تروصب شمخ رواتشگ ، نویساریژ عاعش فیرعت لامعا اب

M = −Y S

R
K2

a  عاعشو یاهریاد عطقم هب یاهلیم یارب

t  تماخض و یعبرم عطقم هب یاهلیم یارب

نویساریژ عاعش

K = a/
√
2

K = t/
√
12

تسا ریز تروصب یگدیمخ ای انحنا عاعش

R =
[1 + (y′)2]3/2

|y′′|
y  ،دشاب کچوک ریداقم هب دودحم ،هلیم طاقن رد  ناکم رییغت رگا

ینعی ،تسا کچوک رایسب دحاو لباقم هطقن ره رد هلیم بیش هاگنآ

y′ = ∂y/∂x ≪ 1

دنکیم رییغت ریز تروصب انحنا عاعش هطبار

R =
1

y′′
=

1

∂2y/∂x2

رواتشگ هطبار رد  R  نداد رارق اب

اثنخ روحم

درگتعاسداپ درواتشگ درگتعاس درواتشگ

M = −Y S

R
K2 = −Y SK2 ∂

2y

∂x2
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یضرع جوم هلداعم

Fy

یاهورین داجیا ثعاب هلیم یاهتنا ود رد یشمخ یاهرواتشگ رثا رد هلیم لکش رییغت  >

.ددرگیم  )shear forces(  یشرب
تمس رد دراو یشرب یورین ،مینک ضرف تبثم ار پچ تمسرد      یشرب یورین رگا  >

.دوب دهاوخ یفنم تسار

M(x)−M(x+ dx)− Fy(x+ dx)dx = 0

M(x)−
�
M(x) +

∂M

∂x
dx

�
−
�
Fy(x)dx+

∂Fy

∂x
dx2

�
= 0

یشمخ رواتشگ و و یشرب یورین نیب هطبار بیترت نیدب .مینک یم یشوپ مشچ  dx2  هلمج زا
دیآیم تسدب هلیم یکیتاتسا لداعت طرش زا 

M(x)−M(x+ dx)− Fy(x+ dx)dx =
dL

dt

نآ رد ار  dL/dt < ،دشاب کدنا نآ طاقن ناکم رییغت و هلیم لکش رییغت هچنانچ 

.درک یشوپمشچ ناوتیم 
یشمخ یاهرواتشگ ،دشاب ینارود لداعت لاح رد هدش مخ هلیم هک یماگنه  >

دننک یم اثنخ ار رگیدکی یشنکاو یاهرواتشگ و

Fy = −∂M

∂x
= Y SK2 ∂

3y

∂x3
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dx Fy  هعطق رس ود رد < یشرب یورین تارییغت 

dm < مرج هب هعطق یارب نتوین مود نوناق 

dm
∂2y

∂t2
= dFy

ρSdx
∂2y

∂t2
= −Y SK2 ∂

4y

∂x4
dx

dFy = Fy(x)− Fy(x+ dx) = −∂Fy

∂x
dx = −Y SK2 ∂

4y

∂x4
dx

∂2y

∂t2
= −Y K2

ρ

∂4y

∂x4

∂2y

∂t2
= −c2K2 ∂

4y

∂x4

.تسین  f(ct-x) x ، تروص هب هلیم یضرع جوم هلداعم یمومع باوج y  هب تبسن < مراهچ قتشم رطاخب 

.دنوشیمن رشتنم هلیم رد تباث لکش و تباث تعرس اب هلیم رد یضرع یاهجوم نیاربانب  >

یضرع جوم راشتنا هلداعم یبوانت لح

y(x, t) = Ψ(x)eiωt

−ω2Ψ = −c2K2 d
4Ψ

dx4

d4Ψ

dx4
=

ω2

c2K2
Ψ

vرگا =
√
cKω

d4Ψ

dx4
=

ω4

v4
Ψ
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یداهنشیپ باوج

d4Ψ

dx4
=

ω4

v4
Ψ ⇒ γ4Aeγx =

ω4

v4
Aeγx

(
Ψ = Aeγx

d3Ψ/dx4 = γ4Aeγx

γ = ±ω

v
, ±i

ω

v

Ψ(x) = Aeωx/v +Be−ωx/v + Ceiωx/v +De−iωx/v

y(x, t) = eiωt[Aeωx/v +Be−ωx/v + Ceiωx/v +De−iωx/v]

دنتسه طلتخم  D C، B، A  و  بیارض

Deiω(t−x/v)

 هلمج اهنت

.تسین تباث و تسا  w v  عبات v  دوخ یلو تسا تسار تمس هب  تعرس اب جوم راشتنا هدنیامن

 .دوشیم هتفگ زاف تعرس نآ هب ور نیا زا .دوشیم رشتنم یصاخ تعرس اب سناکرف ره بیترت نیدب
.تسا هشیش رد رون لیسگارت دننام

y(x, t) = cos(ωt+ ϕ)[a cosh(ωx/v) + b sinh(ωx/v) + c cos(ωx/v) + d sin(ωx/v)]

.دنیآیم تسدب هیلوا طیارش و یزرم طیارش لامعا اب .دنتسه یقیقح  d c، b، a  و  بیارض
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یزرم طیارش

تباث یاهتنا  >

دازآ یاهتنا  >

y = 0

∂y

∂x
= 0

،دنامب تکرحیب و هدش لصتم تباث یاهیاپ هب مکحم  هلیم یاهتنا رگا
.دنرفص ینامز ریداقم یمامت یازا هب هطقن نیا رد  y y  تارییغت بیش و  ناکم رییغت

دنرفص هلیم هب دراو یشرب یورین و و ورین رواتشگ تلاح نیا رد

M = 0 :
∂2y

∂x2
= 0

Fy = 0 :
∂3y

∂x3
= 0

دازآ رس کی هلیم

y(x, t) = cos(ωt+ ϕ)[a cosh(ωx/v) + b sinh(ωx/v) + c cos(ωx/v) + d sin(ωx/v)]

y(x = 0, t) = 0 : a+ c = 0 ⇒ c = −a

�
∂y

∂x

�
(x = 0, t) = 0 : b+ d = 0 ⇒ d = −b

y(x, t) = cos(ωt+ ϕ)[a(cosh(ωx/v)− cos(ωx/v)) + b(sinh(ωx/v)− sin(ωx/v))]
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tan2
θ

2
=

1− cos θ

1 + cos θ
⇒ cos θ =

1− tan2(θ/2)

1 + tan2(θ/2)

tanh2
θ

2
=

cosh θ − 1

cosh θ + 1
⇒ cosh θ =

1− tanh2(θ/2)

1 + tanh2(θ/2)

دیفم یاهداحتا

�
∂2y

∂x2

�
(x = ℓ, t) = 0

�
∂3y

∂x3

�
(x = ℓ, t) = 0

a(sinh(ωℓ/v)− sin(ωℓ/v)) = −b(cosh(ωℓ/v) + cos(ωℓ/v))

(cosh(ωℓ/v) + cos(ωℓ/v)) (sinh(ωℓ/v) + sin(ωℓ/v))

(sinh(ωℓ/v)− sin(ωℓ/v)) (cosh(ωℓ/v) + cos(ωℓ/v))

=

a(cosh(ωℓ/v) + cos(ωℓ/v)) = −b(sinh(ωℓ/v) + sin(ωℓ/v))

(cosh(ωℓ/v) + cos(ωℓ/v))(cosh(ωℓ/v) + cos(ωℓ/v)) =
(sinh(ωℓ/v)− sin(ωℓ/v))(sinh(ωℓ/v) + sin(ωℓ/v))

cosh2(ωℓ/v) + cos2(ωℓ/v) + 2 cosh(ωℓ/v) cos(ωℓ/v) =
sinh2(ωℓ/v)− sin2(ωℓ/v)

cosh2(ωℓ/v) + cos2(ωℓ/v)− sinh2(ωℓ/v) + sin2(ωℓ/v) =
− 2 cosh(ωℓ/v) cos(ωℓ/v)

2 = −2 cosh(ωℓ/v) cos(ωℓ/v) ⇒ cosh(ωℓ/v) cos(ωℓ/v) = −1
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ωℓ

2v
=

π

4
(1.194, 2.988, 5, 7, · · · )

cosh(ωℓ/v) cos(ωℓ/v) = −1

�
1− tan2(ωℓ/2v)

1 + tan2(ωℓ/2v)

��
1− tanh2(ωℓ/2v)

1 + tanh2(ωℓ/2v)

�
= −1

(1− tan2(ωℓ/2v))(1− tanh2(ωℓ/2v)) = −(1 + tan2(ωℓ/2v))(1 + tanh2(ωℓ/2v))

−2 tan2(ωℓ/2v) tanh2(ωℓ/2v) = −2

cot(ωℓ/2v) = ± tanh(ωℓ/2v)
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v =
√
ωcK ,

ωℓ

2v
=

√
ωℓ

2
√
cK

=
π

4
(1.194, 2.988, 5, 7, · · · )

ωℓ2

4cK
=

π2

16
(1.1942, 2.9882, 52, 72, · · · )

ω =
π2cK

4ℓ2
(1.1942, 2.9882, 52, 72, · · · )

f =
πcK

8ℓ2
(1.1942, 2.9882, 52, 72, · · · )

v =
π

2

cK

ℓ
(1.194, 2.988, 5, 7, · · · )

ℓ

λ
=

1

4
(1.194, 2.988, 5, 7, · · · )

λ =
v

f

f1

f2

f2

f4

هرگ کی

هرگ ود

هرگ هس

هرگ راهچ
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.تسین شعترم یاهرات دننام اههلیم هنوگ نیا رد هرگ طاقن تیعقوم  >

.تسا مظنمان اههرگ نیب هلصاف هکلب .تسین جوم لوط فصن یلاوتم هرگ ود نیب هلصاف  >

:دراد دوجو یهرگ هطقن عون هس  >

∂y

∂x
= 0

هک دراد دوجو هرگ کی هلیم تباث یاهتنا رد :مکی عون هرگ . ۱

y = 0,

y = 0,
∂2y

∂x2
≈ 0 ) فطع هطقن (

y = 0

.تسین هطقن نیا هب کیدزن فطع هطقن .تسا هلیم دازآ یاهتنا هب کیدزن هرگ . ۳

۲ :یقیقح هرگ .

y(x, t) = cos(ωt+ ϕ)[a(cosh(ωx/v)− cos(ωx/v)) + b(sinh(ωx/v)− sin(ωx/v))]

�
∂2y

∂x2

�
(x = ℓ, t) = 0

b

a
= −cosh(ωℓ/v) + cos(ωℓ/v)

sinh(ωℓ/v) + sin(ωℓ/v)

y(x, t) = a cos(ωt+ ϕ)[cosh(ωx/v)− cos(ωx/v))

−
�
cosh(ωℓ/v) + cos(ωℓ/v)

sinh(ωℓ/v) + sin(ωℓ/v)

�
(sinh(ωx/v)− sin(ωx/v))]

ωℓ

2v
=

π

4
(1.194, 2.988, 5, 7, · · · ) ⇒ ωℓ

v
=

π

2
(1.194, 2.988, 5, 7, · · · )
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y(x, t) = a cos(ωt+ ϕ)Ψ(x)

Ψ(x) = cosh(ωx/v)− cos(ωx/v))

−
�
cosh(ωℓ/v) + cos(ωℓ/v)

sinh(ωℓ/v) + sin(ωℓ/v)

�
(sinh(ωx/v)− sin(ωx/v))

Ψ(x) = cosh((ωℓ/v)(x/ℓ))− cos((ωℓ/v)(x/ℓ)))

−
�
cosh(ωℓ/v) + cos(ωℓ/v)

sinh(ωℓ/v) + sin(ωℓ/v)

�
(sinh((ωℓ/v)(x/ℓ))− sin((ωℓ/v)(x/ℓ)))

رگا ωx/v = (ωℓ/v)(x/ℓ) =
π

2
(1.194, 2.988, 5, 7, · · · )(x/ℓ)

ωℓ/v = (π/2)2.988 : xr/ℓ = 0.784
ωℓ/v = (π/2)5.000 : xr/ℓ = 0.504, 0.868
ωℓ/v = (π/2)7.000 : xr/ℓ = 0.358, 0.644, 0.906

اه هرگ لحم



یرفظم اضردمحم-مق هاگشناد کیزیف هورگ-اههلیم-یاهشاعترا

y(x, t) = cos(ωt+ ϕ)[a cosh(ωx/v) + b sinh(ωx/v) + c cos(ωx/v) + d sin(ωx/v)]

دازآ رس ود هلیم

�
∂2y

∂x2

�
(x = ℓ, t) = 0

�
∂3y

∂x3

�
(x = ℓ, t) = 0

�
∂2y

∂x2

�
(x = 0, t) = 0 : a− c = 0 ⇒ c = a

�
∂3y

∂x3

�
(x = 0, t) = 0 : b− d = 0 ⇒ d = b

y(x, t) = cos(ωt+ ϕ)[a(cosh(ωx/v) + cos(ωx/v)) + b(sinh(ωx/v) + sin(ωx/v))]

a(cosh(ωℓ/v)− cos(ωℓ/v)) = −b(sinh(ωℓ/v)− sin(ωℓ/v))

a(sinh(ωℓ/v) + sin(ωℓ/v)) = −b(cosh(ωℓ/v)− cos(ωℓ/v))

=

(cosh(ωℓ/v)− cos(ωℓ/v)) (sinh(ωℓ/v)− sin(ωℓ/v))

(sinh(ωℓ/v) + sin(ωℓ/v)) (cosh(ωℓ/v)− cos(ωℓ/v))

(cosh(ωℓ/v)− cos(ωℓ/v))(cosh(ωℓ/v)− cos(ωℓ/v)) =
(sinh(ωℓ/v) + sin(ωℓ/v))(sinh(ωℓ/v)− sin(ωℓ/v))

cosh2(ωℓ/v) + cos2(ωℓ/v)− 2 cosh(ωℓ/v) cos(ωℓ/v) =
sinh2(ωℓ/v)− sin2(ωℓ/v)



cosh2(ωℓ/v) + cos2(ωℓ/v)− sinh2(ωℓ/v) + sin2(ωℓ/v) =
2 cosh(ωℓ/v) cos(ωℓ/v)

�
1− tan2(ωℓ/2v)

1 + tan2(ωℓ/2v)

��
1− tanh2(ωℓ/2v)

1 + tanh2(ωℓ/2v)

�
= 1

(1− tan2(ωℓ/2v))(1− tanh2(ωℓ/2v)) = (1 + tan2(ωℓ/2v))(1 + tanh2(ωℓ/2v))

cos(ωℓ/v) cosh(ωℓ/v) = 1

tan2(ωℓ/2v)− tanh2(ωℓ/2v) = 0

tan(ωℓ/2v) = ± tanh(ωℓ/2v)

ωℓ

2v
=

π

4
(3.0112, 5, 7, 9, · · · )
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λ =
v

f

f1

f2

f2

f4

v =
√
ωcK ,

ωℓ

2v
=

√
ωℓ

2
√
cK

=
π

4
(3.0112, 5, 7, 9, · · · )

ωℓ2

4cK
=

π2

16
(3.01122, 52, 72, 92 · · · )

ω =
π2cK

4ℓ2
(3.01122, 52, 72, 92 · · · )

v =
π

2

cK

ℓ
(3.0112, 5, 7, 9, · · · )

f =
πcK

8ℓ2
(3.01122, 52, 72, 92 · · · )

ℓ

λ
=

1

4
(3.0112, 5, 7, 9, · · · )

هرگ ود

هرگ هس

هرگ راهچ

هرگ جنپ



�
∂2y

∂x2

�
(x = ℓ, t) = 0
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ωℓ

2v
=

π

4
(3.0112, 5, 7, 9, · · · ) ⇒ ωℓ

v
=

π

2
(3.0112, 5, 7, 9, · · · )

y(x, t) = cos(ωt+ ϕ)[a(cosh(ωx/v) + cos(ωx/v)) + b(sinh(ωx/v) + sin(ωx/v))]

b

a
= −cosh(ωℓ/v)− cos(ωℓ/v)

sinh(ωℓ/v)− sin(ωℓ/v)

y(x, t) = a cos(ωt+ ϕ)Ψ(x)

رگا

y(x, t) = a cos(ωt+ ϕ)[(cosh(ωx/v) + cos(ωx/v))

−
�
cosh(ωℓ/v)− cos(ωℓ/v)

sinh(ωℓ/v)− sin(ωℓ/v)

�
(sinh(ωx/v) + sin(ωx/v))]

Ψ(x) = (cosh(ωx/v) + cos(ωx/v))

−
�
cosh(ωℓ/v)− cos(ωℓ/v)

sinh(ωℓ/v)− sin(ωℓ/v)

�
(sinh(ωx/v) + sin(ωx/v))

ωx/v = (ωℓ/v)(x/ℓ) =
π

2
(3.0112, 5, 7, 9, · · · )(x/ℓ)

Ψ(x) = (cosh((ωℓ/v)(x/ℓ)) + cos((ωℓ/v)(x/ℓ)))

−
�
cosh(ωℓ/v)− cos(ωℓ/v)

sinh(ωℓ/v)− sin(ωℓ/v)

�
(sinh((ωℓ/v)(x/ℓ)) + sin((ωℓ/v)(x/ℓ)))
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ωℓ/v = (π/2)3.0112 : xr = 0.224, 0.776
ωℓ/v = (π/2)5.0000 : xr = 0.132, 0.500, 0.868
ωℓ/v = (π/2)7.0000 : xr = 0.094, 0.356, 0.644, 0.906
ωℓ/v = (π/2)9.0000 : xr = 0.073, 0.277, 0.500, 0.723, 0.927



κ =
��dT
ds

��

r(x) = xi+ y(x)j

dr

dx
= i+ y′j

T =
dr/dx

|dr/dx| =
1p

1 + (y′)2
(i+ y′j)

κTs
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r

κx

T  ۲ سامم دحاو رادرب هبساحم .
:تسا ریز تروص هب تیعقوم رادرب ،          ینحنم کی یارب y(x)

x:) سامم رادرب (       هب تبسن تیعقوم رادرب قتشم

xx s اب تسا ربارب: ) تسا      هب تبسن     تارییغت خرن نامه هک (  رادرب نیا لوط

:میروآیم تسد هب ار     سامم دحاو رادرب لااح T

ds

dx
=

����
dr

dx

���� =
p
1 + (y′)2

κ =

����
dT

dx
· dx
ds

���� =
����
dT

dx

����
dx

ds

T = dr/ds

انحنا هیلوا فیرعت . ۱
:درک فیرعت    سوق لوط هب  تبسن      سامم دحاو رادرب تارییغت خرن ناونع هب ناوتیم ار      انحنا

، ) تسا تیعقوم رادرب     هک (                     هک ییاجنآ زا
:مینک نایب     بسح رب ار      ات مینک هدافتسا یاهریجنز هدعاق زا میناوتیم

R =
[1 + (y′)2]3/2

|y′′|R =
[1 + (y′)2]3/2

|y′′|

y(x) دوشیم هداد ریز هطبار تروصب          طخ یگدیمخ عاعش
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1p
1 + (y′)2

· (i+ y′j)

du

dx
= −1

2
(1 + (y′)2)−3/2 · (2y′y′′) = −y′y′′

(1 + (y′)2)3/2

dv

dx
= 0i+ y′′j = y′′j

Tx

 ۳ سامم دحاو رادرب قتشم هبساحم .
ترابع یارب برضلصاح قتشم هدعاق زا .میریگب قتشم     هب تبسن     زا دیاب لااح
 

:مینکیم هدافتسا 

u = (1 + (y′)2)−1/2
v = i+ y′j

ux

vx

(1 + (y′)2)3/2

.                    و                                         دینک ضرف
:     هب تبسن     قتشم

:    هب تبسن      قتشم

: برضلصاح قتشم هدعاق قبط

                      کرتشم جرخم اب  مینک بترم ار تلامج رگا

dT

dx
= u′v + uv′

dT

dx
=

� −y′y′′

(1 + (y′)2)3/2

�
(i+ y′j) +

"
1p

1 + (y′)2

#
(y′′j)

dT

dx
=

−y′y′′i− (y′)2y′′j+ (1 + (y′)2)y′′j

(1 + (y′)2)3/2

dT

dx
=

−y′y′′i+ y′′j

(1 + (y′)2)3/2

dT/dx
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����
dT

dx

����

����
dT

dx

���� =
s� −y′y′′

(1 + (y′)2)3/2

�2

+

�
y′′

(1 + (y′)2)3/2

�2

����
dT

dx

���� =
p
(y′)2(y′′)2 + (y′′)2

(1 + (y′)2)3/2
=

p
(y′′)2 · (1 + (y′)2)

(1 + (y′)2)3/2

����
dT

dx

���� =
|y′′|

p
1 + (y′)2

(1 + (y′)2)3/2
=

|y′′|
1 + (y′)2

ds

dx
=

p
1 + (y′)2

����
dT

dx

���� =
|y′′|

1 + (y′)2

κ =

����
dT

dx

����
dx

ds

⇒ κ =
|y′′|

[1 + (y′)2]3/2

رادرب هزادنا هبساحم . ۴
:میریگیم ار رادرب نیا  ) هزادنا (  لوط لااح
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