
١ فصل

بولتزمن فاکتور و دما

که کرد تعریف آماری روش به آنرا ͬ توان م چͽونه ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م تحقیق را دما مفهوم فصل این در
است، سرما و گرما از ساده ای معیار ͷی دما ͬ شود. م منجر بولتزمن ضریب و بولتزمن توزیع تابع به نهایت در
زیر، شͺل در داده نشان بصورت مثال، برای دارد. سرد جسم ͷی از بالاتر دمای ͷی گرم جسم ͷی بطوریͺه
اعداد اما باشد. T۱ > T۲ که داریم انتظار ما باشد، T۲ دمای با دومͬ جسم از گرمتر T۱ دمای با جسم ͷی اگر

چیست؟ دما واقعͬ معنͬ دارند؟ چیزی چه بر دلالت T۲ و T۱

گرمایی تعادل ١ . ١

انرژی بتوانند آنها که معنͬ این به باشند داشته قرار حرارتͬ تماس ͷی در سرد و گرم های جسم بدهید اجازه
که ͬ کند م پیشنهاد آزمایش و است گذر در انرژی گرما است، شده داده توضیح قبلا که بصورتͬ بͺنند. مبادله
به گرم جسم از همیشه گرما زیر، شͺل در شده داده نشان بصورت نباشید، جریان در دیͽری عامل هیچ اگر

کرد. خواهد تغییر زمان با جسم دو دمای و انرژی مقدار و یافت خواهد شارش سرد جسم

ͬ رسیم. م شده داده نشان زیر شͺل در که وضعیتͬ به بودند، حرارتͬ تماس در جسم ها که مدتͬ از بعد
اول جسم از انرژی اگر شرایط این در کرد. نخواهند زیادی تغییر زمان گذر با دوجسم ماکروسͺوپی خواص
خالصͬ شارش هیچ و است مساوی اول جسم به دوم جسم از شده شارش انرژی با کند شارش دوم جسم به
انرژی مقدار بطوریͺه هستند گرمایی تعادل در جسم دو شرایط این در ندارد. وجود جسم دو بین گرما از
اتفاق ناپذیر برگشت چیزهای بعضͬ که ͬ رسد م بنظر کرد. نخواهد تغییر زمان گذر با جسم دو دماهای و

١
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حاصل ناگزیر سومͬ شͺل به دومͬ شͺل از تغییر باشند، گرمایی تماس در جسم دو وقتͬ است. افتاده
گرمایی تماس در سومͬ، شͺل در شده داده نشان بصورت یͺسان، دمای در جسم دو اگر بهرحال ͬ شود. م
زمان، از تابعͬ بصورت بنابراین افتاد. نخواهد اتفاق دومͬ شͺل به منتهͬ معکوسͬ روند شوند داده قرار
ͬ شود م گرمایی تعادل به منجر که فرایندی دارند. گرمایی تعادل سمت به تمایل حرارتͬ تماس در سیستم ها

ͬ شود. م نامیده thermalization را
باشد. یͺسان آنها تمامͬ دماهای که داریم انتظار ما باشند گرمایی تعادل در هم با اجسام همه اگر بنابراین
تعادل در جدا بطور ͷی هر سیستم دو که ͬ کند م بیان که ͬ شود م منجر ͷترمودینامی صفرم قانون به ایده این

هستند. گرمایی تعادل در یͺدیͽر با باشند سومͬ سیستم با گرمایی
به نیاز آن دمای که جسمͬ ͬ دهد: م ما به دما اندازه گیری چͽونگͬ برای روشͬ صفرم قانون حال، این با
قرار حرارتͬ تعادل در آنها تا ͬ کنیم م صبر و ͬ دهیم م قرار دومͬ جسم با حرارتͬ تماس در را دارد اندازه گیری
هر مقابل در را دوم جسم اگر که ͬ کند م تضمین صفرم قانون ͬ شود. م نامیده دماسنج ͷی دوم جسم بͽیرند.
کوتاه بیان بنابراین باشیم. داشته سازگاری نتایج همیشه باید باشیم، کرده کالیبره دیͽری استاندارد دماسنج

است. دماسنج ها کار چͽونگͬ صفرم قانون برای تر

دماسنج ها ١ . ٢

که باشد جسمͬ از تر پایین خیلͬ باید آن گرمایی ظرفیت کند، کار خوب دماسنج ͷی اینکه برای •
که جسمͬ دمای اندازه گیری، عمل نباشد برقرار حالت این اگر کنیم. اندازه گیری آنرا دمای ͬ خواهیم م

ͬ دهد. م تغییر را شود معلوم دمایش باید

گسترش شدن گرم هنگام در مایعات که ͬ کنند م کار واقعیت این از استفاده با دماسنج متداول نوع ͷی •
یابند. مͬ

کرد طراحͬ ١۵٩٣ در را آبی دماسنج ͷی گالیله *

مقیاس که کرد طراحͬ جیوه و الͺل بر مبتنͬ دماسنج هایی ١٧٣۶ تا ١۶٨۶ سالهای در فارینهایت *
توسط تر منطقͬ طرح ١٧۴۴ تا ١٧٠١ سال در سپس داشت. را خود معروف حرارت درجه

شد. آن جایͽزین سلسیوس

مقاومت دمایی وابستگͬ که صورتͬ در است ماده  ͬͺتریͺال مقاومت اندازه گیری دیͽر، روش ͷی •
ضریب ͷی و است مقاوم شیمیایی نظر از چون است مناسب انتخاب ͷی پلاتینیوم باشد. شده  شناخته

دارد. بالایی دمایی

داده قرار کربن و ژرمانیوم سنسورهای (doping) ناخالص سازی پایه بر دیͽر متداول دماسنج های
خنک بطوریͺه ͬ یابد م افزایش دماسنجها این ͬͺتریͺال مقاومت پلاتینیوم، با مقایسه در که شده اند

ͬ شوند. م
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گیری اندازه ثابت حجم در آن فشار بوسیله ی را گاز ͷی دمای ͬ توان م ایده ال گاز معادله از استفاده با •
حرارت درجه با گازهای چه اگر کند، مͬ ئکار آل ایده گاز معادله عنوان به خوبی به استراتژی این کرد.

ͬ دهد. م نشان انحراف ایده آل گاز معادله از که ͬ شوند م مایع به تبدیل پایین بسیار

بخار فشار و دارد همزیستͬ بخارش با مایع ͷی که است مفید برودتͬ سیستم های برای دیͽر، روش ͷی •
به وابسته بخار فشار زیر شͺل در شده داده نشان بصورت مایع هلیم مثال، برای ͬ کند. م اندازه گیری را

دارد دما

رفتار به بستگͬ که کنند، مͬ استفاده فشار یا مقاومت مانند گیری اندازه قابل های ویژگͬ از ها روش این همه
پایین خیلͬ دماهای در جیوه نیستند: خطͬ علاقه مورد ناحیه تمام در آنها از ͷی هیچ وجود این با دارد. دمایی
و ͬ شود م اشباع پایین خیلͬ دماهای در پلاتینیوم مقاومت ͬ شود. م گاز بالا خیلͬ دماهای در و ͬ شود م جامد

ͬ دهند؟ م واقعͬ را دما مقدار و هستند کامل دماسنج ها کدام حال این با ͬ شود. م ذوب بالا دماهای در
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ͬͺی نوزدهم قرن در هستیم. بنیادی ͷفیزی اساس بر دما از مطلقͬ تعریف به نیازمند ما که است روشن
نتیجه این به سپس بود. شده داده قرار کارنو نام به فرض ماشین ͷی براساس که شد یافت ها تعریف این از
احتمالات نظریه از ایده هایی از استفاده با آماری صرفا استدلال ͷی به توجه با توان مͬ را دما که رسیدیم
را (macrostates) میͺروحالتها و (microstates) ماکروحالتها اصطلاحات ما بعد بخش در کرد. تعریف

کرد. خواهیم معرفͬ است نیاز مورد استدلال این برای که

میͺروحالتها و ماکروحالتها ١ . ٣
ͬ کنیم. م بررسͬ را زیر مثال میͺروحالتها از ماکروحالتها تشخیص برای

تکان و جعبه درب کردن چفت با دارید. یͺسان سͺه ١٠٠ از بزرگ جعبه ͷی که کنید تصور :١ مثال
به و باز را جعبه درب حالا کنید. تغییر دستخوش اولیه وضعیت از کامل بطور را سͺه ها شدید و طولانͬ
گرفته اند. قرار جعبه در ”شیر” بطرف دیͽر بعضͬ و ”خط” بطرف سͺه ها از بعضͬ کنید. نگاه جعبه داخل
از ͷی هر که کنیم فرض ͬ خواهیم م ما آورد. بدست ۲۱۰۰ ≈ ۱۰۳۰ با برابر ͬ توان م را ممͺن پیͺربندی های تعداد
دارد. ۱۰−۳۰ احتمال تقریبا خاص پیͺربندی هر دارند. (equally likely) یͺسانͬ احتمال مختلف پیͺربندیهای
به نیاز نوعͬ به میͺروحالت ͷی شناسایی برای ͬ نامیم. م سیستم از میͺروحالت ͷی را خاص پیͺربندی هر

است. منفرد بطور سͺه هر شناسایی
که سͺه هایی تعداد شمارش ساده بطور کرد خواهید دسته بندی را آزمایش نتایج شما که راهͬ احتمالا
سیستم از ماکروحالت ͷی طبقه بندی نوع این هستند. ”شیر” که سͺه هایی تعداد شمارش و هستند ”خط”

ندارند. یͺسانͬ احتمال ماکروحالتها ͬ نامیم. م
ممͺن، منفرد پیͺربندی ۱۰۳۰ از تقریبا مثال برای

”شیر” تا ۵٠ و ”خط” تا ۵٠(
۱۰۰

۵۰

)
=

۱۰۰!

۵۰!۵۰!
≈ ۴ × ۱۰۲۷,

”شیر” تا ۴٧ و ”خط” تا ۵٣(
۱۰۰

۵۳

)
=

۱۰۰!

۵۳!۴۷!
≈ ۳ × ۱۰۲۷,

”شیر” تا ١٠ و ”خط” تا ٩٠(
۱۰۰

۹۰

)
=

۱۰۰!

۹۰!۱۰!
≈ ۱۰۱۳,

”شیر” تا ٠ و ”خط” تا ١٠٠(
۱۰۰

۱۰۰

)
=

۱۰۰!

۱۰۰!۰!
= ۱.

ͷی شامل فقط ماکروحالت این است. محتمل غیر کاملا نتیجه ͷی ”خط” سͺه ١٠٠ با نتیجه ی
و کافͬ جعبه تکان (١) که ͬ گیریم م نتیجه احتمالا بود چنین آزمایش نتیجه اگر اما است. میͺروحالت
مثال این است. داده قرار جعبه درون ”خط” بصورت را سͺه ها بادقت شخصͬ اینکه (٢) و است نبوده شدید

ͬ دهد: م نشان را مهم نکته دو ساده

کرد. توصیف یͺسان احتمال به میͺروحالتها از زیادی بسیار تعداد با توان مͬ را سیستم *
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ماکروحالتها است. سیستم ماکروحالت وضعیت از ویژگͬ ͷی کنید مͬ گیری اندازه واقع در شما آنچه *
مختلف تعداد به مربوط ماکروحالتها مختلف مقادیر که چرا نیست، بررسͬ قابل یͺسان احتمال با

میͺروحالتهاست.

حرارتͬ، سیستم ͷی از میͺروحالت ͷی تعیین برای کنند. مͬ رفتار بالا مثال شبیه بسیار حرارتͬ های سیستم
طرف از است. سیستم در انرژی) و سرعت مͺان، (مانند اتم هر میͺروسͺوپی پیͺربندیهای دانستن به نیاز
یا کل انرژی فشار، مانند سیستم ماکروسͺوپی خواص دادن با فقط حرارتͬ سیستم ͷی ماکروحالتهای دیͽر،
مͬ مͺعب متر ͷی حجم در پاسͽال ۱۰۵ فشار با گاز ͷی ماکروسͺوپی پیͺربندی شوند. مͬ مشخص حجم

باشد. میͺروحالت زیادی بسیار تعداد شامل تواند
سیستم ͷی که است ایده این اساس بر که بدهیم ارائه دما از آماری تعریفͬ داریم قصد ما بعدی بخش در
اندازه گیری به قادر تنها شما حالیͺه در باشد داشته یͺسان احتمال با میͺروحالت زیادی تعداد تواند مͬ حرارتͬ
هستند واقع در سیستم میͺروحالتهای که آنچه نگران ندارینم قصد ما اینجا در ͬ باشید. م سیستم ماکروحالتهای
E انرژی دارای سیستمͬ اگر که بͽوییم و کنیم بررسͬ را میͺروحالتها وجود خواهیم مͬ سادگͬ به ما باشیم.
خیلͬ عدد ͷی Ω(E) آن در که داد قرار یͺسان احتمال به Ω(E) از ͷی هر در را (سیستم) آن توان مͬ باشد،

است. بزرگ

دما از آماری تعریف ͷی ۴ . ١

را زیر (شͺل ͬ کنیم م بررسͬ را ͬ کنند م مبادله هم با انرژی فقط که بزرگ سیستم دو و ͬ گردیم م بر ١ مثال به
ببینید).

شده اند. ایزوله شان اطراف محیط از حرارتͬ بطور درحالیͺه هستند هم با حرارتͬ تماس در دوسیستم
ثابت ͬ شود م فرض ،E = E۱ + E۲ نهایی، انرژی دارد. E۲ انرژی دوم سیستم و دارد E۱ انرژی اول سیستم
تعدادی در تواند مͬ سیستمها از ͷی هر کنند. مبادله ͬ توانند نم را انرژی هیچ تعادل در سیستم دو چون باشد
درباره ͬ خواهیم نم اما است ترکیبی بزرگ بسیار عدد ͷی میͺروحالتها تعداد باشند. ممͺن میͺروحالتهای از

باشیم. نگران حالتها تعداد جزئیات
هر در تواند مͬ دوم سیستم و باشد Ω۱(E۱) میͺروحالتهای از ͷی هر در تواند مͬ اول سیستم که کنید فرض
Ω۱(E۱)Ω۲(E۲) میͺروحالتهای از ͷی هر در تواند مͬ سیستم کل بنابراین باشد. Ω۲(E۲) میͺروحالتهای از ͷی
یͺدیͽر به کافͬ زمان مدت به آنها که کنیم مͬ فرض و هستند یͺدیͽر با انرژی تبادل به قادر ها سیستم باشد.

شده اند. ثابتͬ مقدار E۲ و E۱ یعنͬ برسند. حرارتͬ تعادل به تا شده اند متصل
این کند. ماکزیمم را حالتها تعداد که ͬ شود م مشخص ماکروسͺوپی پیͺربندی انتخاب با سیستم ͷی

است: زیر فرضها اصلͬ ایده

دارند. یͺسانͬ اشغال احتمال سیستم، ممͺن میͺروحالتهای از ͷهری *

کند. مͬ تغییر پیوسته بطور سیستم میͺروحالتهای که ͬ باشد م چنان سیستم داخلͬ دینامیͷ های *
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را یͺسانͬ زمان ͷی و جستجو را سیستم میͺروحالتهای تمامͬ ͬ تواند م سیستم کافͬ، زمان به توجه با *
.(ͷارگودی کند(فرضیه سپری آنها از ͷی هر در

میͺروحالتها بیشترین بوسیله که ͬ شود م یافت پیͺربندی محتمل ترین در سیستم که ͬ کنند م اشاره بالا فرضهای
استفاده آنها خواص مطالعه برای ریاضͬ از توانیم مͬ ما رو این از و هستند بزرگ ما های سیستم شود. توصیف
مͬ اتفاقͬ چه ببینیم و کنیم اعمال سیستم از ͬͺی انرژی در ͷکوچ بینهایت تغییرات توانیم مͬ بنابراین کنیم.

یعنͬ کنیم. ماکزیمم E۱ به نسبت را Ω۱(E۱)Ω۲(E۲) عبارت زیر بصورت توانیم مͬ ما بنابراین افتد.

d

dE۱
Ω۱(E۱)Ω۲(E۲) = ۰

داریم که
dΩ۱(E۱)

dE۱
Ω۲(E۲) + Ω۱(E۱)

dΩ۲(E۲)

dE۱
= ۰

پس دارد. ثابت مقدار تعادل حالت در E(= E۱ + E۲) که آنجایی از

۰ = dE۱ + dE۲ ⇒ dE۱ = −dE۲

با بود خواهد برابر حالتها دیفرانسیلͬ رابطه ی ترتیب بدین

dΩ۱(E۱)

dE۱
Ω۲(E۲)− Ω۱(E۱)

dΩ۲(E۲)

dE۲
= ۰ ⇒ dΩ۱(E۱)

dE۱
Ω۲(E۲) = Ω۱(E۱)

dΩ۲(E۲)

dE۲

داریم کنیم تقسیم Ω۱(E۱)Ω۲(E۲) بر را بالا رابطه طرف دو اگر

۱

Ω۱(E۱)

dΩ۱(E۱)

dE۱
=

۱

Ω۲(E۲)

dΩ۲(E۲)

dE۲
⇒ d

dE۱
lnΩ۱(E۱) =

d

dE۲
lnΩ۲(E۲)

مبادله به مجاز سیستم هایی بنابراین ͬ کند. م تعریف را دوسیستم بین انرژی انحراف محتمل ترین شرط این
دمای ”در معمولا انرژی انحراف این برسانند. ماکزیمم مقدار به را میͺروحالتها کل تعداد که هستند انرژی
بصورت را T دمای .(T۱ = T۲ (بطوریͺه ͬ کنیم م شناسائͬ T با را lnΩ(E)/dE و ͬ شود م نامیده بودن” یͺسان

ͬ کنیم، م تعریف زیر
۱

kBT
=

d

dE
lnΩ(E),

ͬ شود م داده زیر بصورت که است بولتزمن ثابت kB که

kB = ۱٫۳۸۰۷ × ۱۰−۲۳JK −۱

یا صفر انرژی دو ͬ تواند م ذره هر که ͬ شود م فرض ذره ای، N سیستم ͷی در حالته): دو (سیستم ٢ مثال
انرژی با ذرات تعداد m که E = m∆ با است برابر سیستم نهایی انرژی باشد. داشته پایه حالت در را ∆ انرژی
منبع با گرمایی تعادل در سیستم اگر ب)  آورید. بدست را E انرژی با Ω حالتهای تعداد الف) ͬ باشد. م ∆

را سیستم گرمایی ظرفیت ج) آورید. بدست دما حسب بر را سیستم نهایی انرژی باشد، T دمای در گرمایی
آورید. بدست

ͬ آید، م بدست زیر ترکیبی رابطه با سیستم حالتهای تعداد

Ω(E) =

(
N

m

)
=

N !

m!(N −m)!
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با است برابر سیستم آنتروپی .m = E/∆ آن در که

S

kB
= lnΩ(E) = kB{lnN !− lnm!− ln(N −m)!}

استفاده لͽاریتم ها کردن ساده برای استرلینگ فرمول از ͬ توان م هستند بزرگͬ اعداد m و N اینکه فرض با
کرد.

S

kB
= lnΩ(E) = kB{N lnN −N −m lnm+m− (N −m) ln(N −m) + (N −m)}

بنابراین m = E/∆ اگر

S

kB
=

{
N lnN −N −

(
E

∆

)
ln

(
E

∆

)
+

(
E

∆

)
−
(
N − E

∆

)
ln

(
N − E

∆

)
+

(
N − E

∆

)}
ͷروکانونیͺمی در دما تعریف از استفاده با

۱

T
= kB

d

dE
Ω(E) =

dS

dE

ͬ گیریم م مشتق انرژی حسب بر lnΩ از

۱

kBT
=

{
−
(

۱

∆

)
ln

(
E

∆

)
−
(

۱

∆

)
+

(
۱

∆

)
+

(
۱

∆

)
ln

(
N − E

∆

)
+

(
۱

∆

)
−
(

۱

∆

)}
و

۱

kBT
=

{
−
(

۱

∆

)
ln

(
E

∆

)
+

(
۱

∆

)
ln

(
N − E

∆

)}
کنیم ضرب ∆ ͷی در را طرفین اگر

∆

kBT
= ln

(
N∆− E

E

)
⇒ e∆/kBT =

N∆− E

E
⇒ E =

N∆

۱ + e∆/kBT

با است برابر گرمایی ظرفیت است. شده داده بالا شͺل در kBT/∆ برحسب E/N∆ نمودار

C =
dE

dT
= N

∆۲

kBT ۲

e∆/kBT

(۱ + e∆/kBT )۲
⇒ C = NkB

(
∆

kBT

)۲
e∆/kBT

(۱ + e∆/kBT )۲

است. شده داده بالا شͺل در kBT/∆ برحسب C/NkB نمودار
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هر در تعادلش نقطه ی حول آزادانه اتم هر که است شده  تشͺیل اتم N از سیستمͬ انیشتن): (مدل ٣ مثال
فرکانسهای با ͷهارمونی نوسانات ۳N دارای اتمͬ N سیستم بنابراین ͬ کند. م نوسان ω۰ فرکانس با جهت سه
گسسته مقادیر فقط ͬ تواند م ω۰ طبیعͬ فرکانس با ͷهارمونی نوسانگر ͷی انرژی است. ω۰ یͺسان و طبیعͬ
است. ۱٫۰۵۵ × ۱۰−۳۴J.s برابر و پلانک ثابت h و h̄ = h/۲π که باشد داشته را n = ۰,۱,۲,۳, · · · با nh̄ω۰

کنید. محاسبه را آن گرمایی ظرفیت و سیستم انرژی ب) آورید. بدست را سیستم حالتهای تعداد الف)

میان در کوانتاها این کرد. توصیف کوانتا n = E/h̄ω۰ بوسیله ͬ توان م آنرا باشد E سیستم انرژي اگر
کوانتا n گرفتن قرار راههای تعداد محاسبه مسئله اینجا در بالا شͺل مانند ͬ شوند. م توزیع نوسانͬ مد ۳N

شͺل پیͺربندی است. پذیر) تشخیص خطهای (چوب نوسانͬ مد ۳N میان در ناپذیر) تشخیص (حفره های
دوتا ͬ شوند. م داده اختصاص اول مد به چپ سمت کوانتای تا سه که کرد توصیف اینگونه ͬ توان م را بالا

آخر. الͬ و ͬ یابد نم اختصاص سوم مد به کوانتایی هیچ ͬ شود. م داده اختصاص دوم مد به بعدی کوانتای

Ω(E) =

(
۳N + n

۳N

)
=

(۳N + n)!

(۳N)!n!
=

(۳N + E/h̄ω۰)!

(۳N)!(E/h̄ω۰)!

با است برابر سیستم آنتروپی

S

kB
= lnΩ(E) = ln

(۳N + n)!

(۳N)!n!
= ln(۳N + n)!− ln(۳N)!− lnn!

داریم استرلینگ تقریب از استفاده با

S

kB
= (۳N + n) ln(۳N + n)− (۳N + n)− (۳N) ln(۳N) + (۳N)− n lnn+ n

S

kB
=

(
۳N +

E

h̄ω۰

)
ln

(
۳N +

E

h̄ω۰

)
−
(

۳N +
E

h̄ω۰

)
−(۳N) ln(۳N)+(۳N)−

(
E

h̄ω۰

)
ln

(
E

h̄ω۰

)
+

(
E

h̄ω۰

)
ͷروکانونیͺمی در دما تعریف از استفاده با

۱

T
= kB

d

dE
Ω(E) =

dS

dE

ͬ گیریم م مشتق انرژی حسب بر lnΩ از

۱

kBT
=

{(
۱

h̄ω۰

)
ln

(
۳N +

E

h̄ω۰

)
+

(
۱

h̄ω۰

)
−
(

۱

h̄ω۰

)
−
(

۱

h̄ω۰

)
ln

(
E

h̄ω۰

)
−
(

۱

h̄ω۰

)
+

(
۱

h̄ω۰

)}
و

h̄ω۰

kBT
= ln

(
۳Nh̄ω۰ + E

E

)
⇒ E =

۳Nh̄ω۰

eh̄ω۰/kBT − ۱

با است برابر گرمایی ظرفیت است. شده داده پایین شͺل در kBT/h̄ω۰ برحسب E/۳Nh̄ω۰ نمودار

C =
dE

dT
= ۳NkB

(
h̄ω۰

kBT

)۲
eh̄ω۰/kBT

(eh̄ω۰/kBT − ۱)۲
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است. شده داده پایین شͺل در kBT/h̄ω۰ برحسب C/۳NkB نمودار
است. شده تشͺیل a بطول (monomer units) واحد N از پلیمری زنجیره ی هر پلیمری): (مدل ۴ مثال
نیروی آن دیͽر طرف به و است شده ثابت مختصات مرکز بعنوان نقطه ͷی در پلیمری زنجیره ی طرف ͷی
هر در گرفتن قرار به مجاز زنجیره از واحد هر پلیمری مدل در ͬ شود. م اعمال x محور با موازی T خارجͬ
ͬ شود. م داده نسبت سمتگیری دو این به صفر انرژی مقدار و دارد را x محور با پادموازی و موازی جهت دو
بطوریͺه دارد. نیز را −y و +y یعنͬ x محور بر عمود جهتهای در گرفتن قرار امͺان زنجیره از واحد هر بعلاوه
پلیمری زنجیره ی که ͬ کنیم م فرض اینجا در ͬ شود. م داده اختصاص ϵ مثبت انرژی ͷی عمودی واحد هر برای
ترتیب به N−

x و N+
x اینجا در ͬ کنیم. م نظر صرفه سادگͬ برای z امتداد از و دارد xy صفحه در دوبعدی آرایش

−y و +y امتداد در واحدهای تعداد N−
y و N+

y مشابه بطور و است −x و +x امتداد در واحدهای تعداد
،U واحدها، انرژی ،N پلیمری، واحدهای تعداد از تابعͬ بصورت را پلیمری زنجیره  آنتروپی الف) است.
ب) آورید. بدست (Ly (یعنͬ y محور امتداد در طول و (Lx (یعنͬ x محور امتداد در پلیمری زنجیره ی طول

آورید. بدست را پلیمری مدل گرمایی ظرفیت ج) آورید. بدست دما برحسب را U و Lx

واحدها تعداد
N+

x +N−
x +N+

y +N−
y = N

واحدها انرژی
U = (N+

y +N−
y )ϵ

x محور امتداد در طول
Lx = (N+

x −N−
x )a

y محور امتداد در طول و
Ly = (N+

y −N−
y )a

داریم بالا ازعبارتهای
N+

x =
۱

۲

(
N − U

ϵ
+

Lx

a

)
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N−
x =

۱

۲

(
N − U

ϵ
− Lx

a

)
N+

y =
۱

۲

(
U

ϵ
+

Ly

a

)
N−

y =
۱

۲

(
U

ϵ
− Ly

a

)
ͬ شود، م داده زیر بصورت باشد داشته ͬ تواند م پلیمری زنجیره که پیͺربندی هایی تعداد

Ω(U,Lx, Ly, N) =
N !

N+
x !N−

x !N+
y !N−

y !
·

با است برابر سیستم آنتروپی

S

kB
= lnN !− lnN+

x !− lnN−
x !− lnN+

y !− lnN−
y !

داریم استرلینگ تقریب از استفاده با

S

kB
= N lnN −N −N+

x lnN+
x +N+

x −N−
x lnN−

x +N−
x −N+

y lnN+
y +N+

y −N−
y lnN−

y +N−
y

بنابراین N+
x +N−

x +N+
y +N−

y = N آنجایͺه از
S

kB
= N lnN −N+

x lnN+
x −N−

x lnN−
x −N+

y lnN+
y −N−

y lnN−
y

و
S

kB
= N lnN − ۱

۲

(
N − U

ϵ
+

Lx

a

)
ln

۱

۲

(
N − U

ϵ
+

Lx

a

)
− ۱

۲

(
N − U

ϵ
− Lx

a

)
ln

۱

۲

(
N − U

ϵ
− Lx

a

)
− ۱

۲

(
U

ϵ
+

Ly

a

)
ln

۱

۲

(
U

ϵ
+

Ly

a

)
− ۱

۲

(
U

ϵ
− Ly

a

)
ln

۱

۲

(
U

ϵ
− Ly

a

)
ͬ کنیم، م استفاده زیر روابط از y و x امتداد در طناب کشش محاسبه برای

−Tx

T
=

∂S

∂Lx
⇒ − Tx

kBT
=

∂

∂Lx

(
S

kB

)
−Ty

T
=

∂S

∂Ly
⇒ − Ty

kBT
=

∂

∂Ly

(
S

kB

)
بنابراین است Ty = ۰ آنجایͺه از

∂S

∂Ly
= ۰ ⇒ − ۱

۲a
ln

(
U/ϵ+ Ly/a

U/ϵ− Ly/a

)
= ۰ ⇒ U/ϵ+ Ly/a

U/ϵ− Ly/a
= ۱ ⇒ Ly = ۰

ͬ شود م داده زیر بصورت آنتروپی Ly = ۰ برای
S

kB
= N lnN − ۱

۲

(
N − U

ϵ
+

Lx

a

)
ln

۱

۲

(
N − U

ϵ
+

Lx

a

)
− ۱

۲

(
N − U

ϵ
− Lx

a

)
ln

۱

۲

(
N − U

ϵ
− Lx

a

)
−
(
U

ϵ

)
ln

۱

۲

(
U

ϵ

)
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بنابراین است Tx = T آنجایͺه از

− T

kBT
=

∂

∂Lx

(
S

kB

)
⇒ ۲aT

kBT
= ln

(
N − U/ϵ+ Lx/a

N − U/ϵ− Lx/a

)
⇒ U

ϵ
= N − Lx

a
coth

(
aT

kBT

)
آورد، بدست را انرژی به نسبت آنتروپی تغییرات ͬ توان م مشابه بطور

۱

kBT
=

∂

∂E

(
S

kB

)
⇒ ۲ϵ

kBT
= ln

۱

۲

(
N − U

ϵ
+

Lx

a

)
+ ln

۱

۲

(
N − U

ϵ
− Lx

a

)
− ln

۱

۴

(
U

ϵ

)۲

و
۲ϵ

kBT
= ln

((
N − U

ϵ

)۲ −
(
Lx

a

)۲(
U
ϵ

)۲
)

⇒ Lx

a
= N

sinh
(

aT
kBT

)
e−ϵ/kBT + cosh

(
aT
kBT

)
ͬ شود، م داده زیر بصورت دما حسب بر سیستم انرژی و

U

ϵ
= N

۱ −
cosh

(
aT
kBT

)
e−ϵ/kBT + cosh

(
aT
kBT

)
 = N

(
۱ − cosh (βaT )

e−βϵ + cosh (βaT )

)
,

ͬ شود، م داده زیر بصورت گرمایی ظرفیت است. β = ۱/kBT که

C =
dU

dT
=

dβ

dT

dU

dβ
= (kBβ

۲)N
d

dβ

(
cosh (βaT )

e−βϵ + cosh (βaT )

)
·

آنسامبل ها ۵ . ١
ͷی دوباره و دوباره تکرار ما رویͺرد و ͬ کنیم م استفاده حرارتͬ سیستمهای توصیف برای احتمال از ما
(توصیف میͺروسͺوپی خواص توانیم نمͬ ما زیرا است، سیستم ͷی از ویژگͬ ͷی اندازه گیری برای آزمایش
١٨٧٨ سال در گیبس موضوع، این به دادن رسمیت برای تلاش در کنیم. کنترل را میͺروحالتها) بوسیله شده
تعداد ͷی کردن درست که است سازی ایده آل این کرد. معرفͬ را (ensemble) آنسامبل نام به مفهومͬ
که دارد وجود اصلͬ آنسامبل سه ͬ کند. م بررسͬ را سیستم از ذهنͬ ”photocopies” فتوکپی های از بزرگͬ

روند: مͬ کار به حرارتͬ ͷفیزی در

سیستمها از ͷی هر که ͬ باشد م سیستمها از آنسامبلͬ :(microcanonical ensemble)ͬروکانونͺمی آنسامبل (١)
دارند. ثابتͬ انرژی

انرژی ͬ تواند م سیستمͬ هر که ͬ باشد م سیستمها از آنسامبلͬ :(canonical ensemble)ͬکانون آنسامبل (٢)
را سیستم دمای دید، خواهیم که همانطور گرما، مبادله این کند. مبادله گرما بزرگ منبع ͷی با را خود

ͬ کند. م ثابتͬ کمیت

سیستمͬ هر که ͬ باشد م سیستمها از آنسامبلͬ :(grand canonical ensemble)بزرگ کانونͬ آنسامبل (٣)
کنند. مبادله بزرگ منبع ͷی با را ذرات و انرژی ͬ تواند م

آوردن بدست برای آن از و کرد خواهیم بررسͬ بیشتری جزئیات با را کانونͬ آنسامبل ما بعدی، بخش در
کرد. خواهیم استفاده خاص میͺروحالت ͷی در ثابت دمای با سیستم ͷی احتمال
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کانونͬ آنسامبل ۶ . ١
کنند. انرژی مبادله ͬ توانند م السابق  ͬ ف کما که ͬ کنیم م بررسͬ زیر شͺل مانند را شده جفت سیستم دو ما

حمام عنوان به (که ͬ نامیم م منبع را آن و ساخت، خواهیم بزرگ بسیار را سیستم دو از ͬͺی ما دفعه، این
ولͬ کرد دریافت زیادی بسیار انرژی آن از ͬ توان م که است بزرگ بقدری منبع این شود). مͬ شناخته گرمایی
شناخته بررسͬ تحت سیستم عنوان به و است ͷکوچ دیͽر سیستم بماند. باقͬ دما همان در منبع حال این با
با حرارتͬ تماس در سیستمͬ که وضعیت این گرفت. خواهند ϵ انرژی سیستم و E − ϵ انرژی منبع شود. مͬ

شود. مͬ شناخته کانونͬ آنسامبل عنوان به است بزرگ منبع ͷی
تعداد ضربدر منبع دسترس قابل میͺروحالتهای تعداد با متناسب باشد ϵ سیستم انرژی اینکه احتمال

است. سیستم دسترس قابل میͺروحالتهای

P (ϵ) = Ω(E − ϵ)× ۱

بسط زیر بصورت ϵ برحسب را Ω(E − ϵ) عبارت ͬ توان م است، d
dE lnΩ(E) = ۱

kBT و ϵ ≪ E که آنجایی از
داد،

lnΩ(E − ϵ) = lnΩ(E)− d

dE
lnΩ(E)ϵ+ · · ·

lnΩ(E − ϵ) = lnΩ(E)− ϵ

kBT
+ · · ·

کمیت و کنیم محدود بسط از اول جمله دو به را خودمان بالا عبارت در اگر ͬ باشد. م منبع دمای T که
آوریم بدست را eln Ω(E−ϵ)

eln Ω(E−ϵ) = eln Ω(E)−ϵ/kBT

Ω(E − ϵ) = Ω(E)e−ϵ/kBT

با است متناسب باشد ϵ سیستم انرژی اینکه احتمال

P (ϵ) ∝ e−ϵ/kBT ·

کنترل و مشخص بالا توزیع بوسیله و نیست ثابت ،ϵ آن، انرژی اما دارد ثابتͬ مقدار ،T سیستم، دمای اگرچه
کند، اعمال سیستم به را متفاوتͬ توزیع های ͬ تواند م دما چͽونه که ͬ دهد م نشان زیر نمودار ͬ شود. م

(canonical distribution) کانونͬ توزیع یا (Boltzmann distribution)بولتزمن توزیع بعنوان بالا توزیع
Boltzmann)بولتزمن فاکتور بصورت e−ϵ/kBT جمله است. بالاتر دمای با توزیعͬ به مربوط خط چین که ͬ شود م شناخته

ͬ شوند. م شناخته (factor
میͺروحالت، ͷی منبع، ͷی با تماس در سیستم ͷی اگر ͬ باشد. م آن بودن نرمال توزيع، تابع هر  ͬ ویژگ از

ͬ شود م داده زیر بصورت توزیع تابع باشد، داشته Er انرژی با ،r

P (Er) =
e−Er/kBT∑
i e

−Ei/kBT



١٣ کانونͬ آنسامبل .۶ . ١

ͬ نامند م (partition function)پارش تابع آنرا که ͬ کند م تضمین را توزیع تابع بودن نرمال مخرج در جمع که
ͬ دهند، م نمایش Z با و

Z =
∑
i

e−Ei/kBT ·

در T دمای در گرمایی منبع با که بͽیرید نظر در را ذره ای N سیستم ͷی حالته): دو (سیستم ۵ مثال
داشته پایه حالت در را ∆ انرژی یا صفر انرژی دو ͬ تواند م ذره هر که ͬ شود م فرض باشد. گرمایی تعادل
بدست دما حسب بر را سیستم نهایی انرژی ب)  آورید. بدست را ذره ای N سیستم پارش تابع الف) باشد.

آورید.  بدست را سیستم گرمایی ظرفیت ج) آورید.
برای آنرا و آورده بدست را ذره ͷی پارش تابع است کافͬ پس است دیͽر ذره از مستقل ذره هر پارش تابع
حاصلضرب با برابر نهایی پارش تابع پس است شدتͬ کمیتͬ پارش (تابع برسانیم N توان به ذره ای N سیستم

یعنͬ است). یͺدیͽر در ذرات تک تک پارش تابع

Z = zN =

(∑
i

e−Ei/kBT

)N

= (۱ + e−∆/kBT )N ,

سیستم انرژی متوسط است. ذره ای N سیستم پارش تابع بزرگ Z و است ذره تک پارش تابع ͷکوچ z که
یعنͬ است. ذره هر انرژی متوسط مجموع با برابر ذره ای N

⟨E⟩ = E = N

∑
i Eie

−Ei/kBT∑
i e

−Ei/kBT

= N
∆e−∆/kBT

۱ + e−∆/kBT
=

N∆

e∆/kBT + ۱

با است برابر سیستم گرمایی ظرفیت

C =
dE

dT
= N

∆۲

kBT ۲

e∆/kBT

(۱ + e∆/kBT )۲
⇒ C = NkB

(
∆

kBT

)۲
e∆/kBT

(۱ + e∆/kBT )۲
·

اتم هر است. گرمایی تعادل در T دمای در گرمایی منبع با اتم N از سیستمͬ انیشتن): (مدل ۶ مثال
گسسته مقادیر ͬ تواند م اتم هر ͬ کند. م نوسان ω۰ فرکانس با جهت سه هر در تعادلش نقطه ی حول آزادانه
بدست را ذره ای N سیستم پارش تابع الف) باشد. داشته پایه حالت در را n = ۰,۱,۲,۳, · · · با nh̄ω۰ انرژی

کنید. محاسبه ذره ای N سیستم گرمایی ظرفیت ج) آورید. بدست را ذره N سیستم انرژی ب) آورید.
(ͷکوچ z (یعنͬ بعد ͷی در اتم ͷی پارش تابع با است برابر بزرگ) Z (یعنͬ سیستم نهایی پارش تابع

پس است. فضایی نوسانات درجات تعداد ۳ و اتم ها تعداد N که ۳N توان به

Z = z۳N =

( ∞∑
n=۰

e−En/kBT

)۳N

=

( ∞∑
n=۰

e−nh̄ω۰/kBT

)۳N

=

(
۱

۱ − e−h̄ω۰/kBT

)۳N

,



بولتزمن فاکتور و دما .١ فصل ١۴

که ͬ دانیم م توانͬ سری از
۱

۱ − x
=

∞∑
n=۰

xn

داریم توانͬ سری از استفاده با بنابراین است. |x| < ۱ که
∞∑
n=۰

e−nh̄ω۰/kBT =
۱

۱ − e−h̄ω۰/kBT
·

یعنͬ است. نوسانͬ جهت سه در اتم هر انرژی متوسط مجموع با برابر اتمͬ N سیستم انرژی متوسط

⟨E⟩ = E = ۳N

∑∞
n=۰ nh̄ω۰e

−nh̄ω۰/kBT∑∞
n=۰ e

−nh̄ω۰/kBT
= ۳Nh̄ω۰

∑∞
n=۰ ne

−nh̄ω۰/kBT∑∞
n=۰ e

−nh̄ω۰/kBT

x به نسبت توانͬ سری ͷی طرفین از اینجا مثال برای آورد. بدست مختلفͬ اتحادهای ͬ توان م توانͬ سری از
یعنͬ ͬ گیریم. م مشتق

d

dx

∞∑
n=۰

xn =
d

dx

(
۱

۱ − x

)
∞∑
n=۰

nxn−۱ =
۱

(۱ − x)۲

پس کنیم، ضرب x ͷی در را طرفین
∞∑
n=۰

nxn =
x

(۱ − x)۲
·

با است برابر انرژی محاسبه در کسر مخرج و صورت ترتیب بدین
∞∑
n=۰

e−nh̄ω۰/kBT =
۱

۱ − e−h̄ω۰/kBT

∞∑
n=۰

ne−nh̄ω۰/kBT =
e−h̄ω۰/kBT

(۱ − e−h̄ω۰/kBT )۲

و

⟨E⟩ = E = ۳Nh̄ω۰
e−h̄ω۰/kBT

۱ − e−h̄ω۰/kBT
= ۳Nh̄ω۰

۱

eh̄ω۰/kBT − ۱

با است برابر گرمایی ظرفیت

C =
dE

dT
= ۳NkB

(
h̄ω۰

kBT

)۲
eh̄ω۰/kBT

(eh̄ω۰/kBT − ۱)۲
·

تعادل در T دمای در گرمایی منبع با که بͽیرید نظر در را ذره ای N سیستم ͷی حالته): n (سیستم ٧ مثال
پایه حالت در را ۰, ϵ,۲ϵ, · · · , nϵ بصورت انرژی حالت n ͬ تواند م ذره هر که ͬ شود م فرض باشد. گرمایی
دما حسب بر را سیستم نهایی انرژی ب)  آورید. بدست را ذره ای N سیستم پارش تابع الف) باشد. داشته

آورید. بدست را سیستم گرمایی ظرفیت ج) آورید. بدست
با است برابر ذره ای N سیستم پارش تابع

Z = zN =

(∑
i

e−Ei/kBT

)N

= (۱ + e−ϵ/kBT + e−۲ϵ/kBT + · · ·+ e−nϵ/kBT )N ,



١۵ کانونͬ آنسامبل .۶ . ١

کنیم بررسͬ را زیر اتحاد ادامه در
n∑

k=۰

xk =
۱ − xn+۱

۱ − x

داریم توانͬ سری تعریف از استفاده با

۱

۱ − x
=

∞∑
k=۰

xk =
n∑

k=۰

xk +
∞∑

k=n+۱

xk·

سری داریم قصد اینجا
∞∑

k=n+۱

xk

تقسیم و ضرب xn+۱ در را بالا مخرج و صورت منظور همین برای دهیم. نمایش توانͬ سری ͷی با دوباره را
ͬ کنیم، م

∞∑
k=n+۱

xk = xn+۱x−(n+۱)
∞∑

k=n+۱

xk = xn+۱
∞∑

k=n+۱

xk−(n+۱)

کرد. نخواهد تغییر آن بالای حد و بود خواهد صفر از m حسب بر سری شروع باشد. m = k − (n+ ۱) اگر
داریم

∞∑
k=n+۱

xk = xn+۱
∞∑

m=۰

xm =
xn+۱

۱ − x

بنابراین
۱

۱ − x
=

n∑
k=۰

xk +
∞∑

k=n+۱

xk

۱ − xn+۱

۱ − x
=

n∑
k=۰

xk

با است برابر بالا اتحاد از استفاده با پارش تابع

Z =
(
۱ + e−ϵ/kBT + e−۲ϵ/kBT + · · ·+ e−nϵ/kBT

)N
=

(
۱ − e−(n+۱)ϵ/kBT

۱ − e−ϵ/kBT

)N

یعنͬ است. ذره هر انرژی متوسط مجموع با برابر ذره ای N سیستم انرژی متوسط

⟨E⟩ = E = Nϵ

∑n
k=۰ ke

−kϵ/kBT∑n
k=۰ e

−kϵ/kBT
= Nϵ

e−ϵ/kBT (ne−(n+۱)ϵ/kBT − (n+ ۱)e−nϵ/kBT + ۱)

(۱ − e−ϵ/kBT )(۱ − e−(n+۱)ϵ/kBT )

با است برابر سیستم گرمایی ظرفیت

C =
dE

dT
= Nϵ

d

dT

(
e−ϵ/kBT (ne−(n+۱)ϵ/kBT − (n+ ۱)e−nϵ/kBT + ۱)

(۱ − e−ϵ/kBT )(۱ − e−(n+۱)ϵ/kBT )

)
·


